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Résumé
Cet artile présente des méthodes de ontrle du bas du spetre du Laplaien λ0 sur
des surfaes hyperboliques de volume inni. Nous ommençons par donner une borne
supérieure du λ0 pour une surfae géométriquement nie en fontion de la géométrie du
oeur onvexe. Nous nous intéressons ensuite à des surfaes de genre inni périodiques,
onstruites en reollant des opies d'une surfae géométriquement nie à bord selon le
plan d'un graphe inni. Nous ontrlons le λ0 de la surfae innie ainsi obtenue par
des onstantes issues des propriétés spetrales de la ellule élémentaire et des données
ombinatoires du graphe. Nous généralisons ensuite es méthodes pour ontrler le λ0
de deux autres types de surfaes de genre inni : elles qui admettent un déoupage en
moreaux bornés, et ertains revêtements riemanniens.
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Introdution
Nous herhons dans ette étude à relier ertaines propriétés géométriques des surfaes
de Riemann munies d'une métrique hyperbolique de volume total inni ave le bas du spetre
du Laplaien assoié à ette métrique. Nous emploierons indiéremment pour notre problème
les termes surfae de Riemann et surfae hyperbolique, et ela sous-entendra toujours que
nos variétés sont orientables. Nous ommençons par nous intéresser au as géométriquement
ni, 'est-à-dire lorsque le groupe fondamental de notre surfae est de type ni. Elle se
déoupe alors anoniquement en une partie onvexe de volume ni, son ÷ur onvexe, à
laquelle viennent se greer des ylindres topologiques de volume inni que nous appellerons
des vasques (voir Setion 1.1). Nous utilisons alors un résultat de [Buser℄ pour ontrler
la valeur du bas du spetre en fontion de l'aire (hyperbolique) du ÷ur onvexe et des
longueurs des géodésiques qui le bordent, pour obtenir à la Setion 2
Théorème 0.1. Il existe une onstante R2 > 0 telle que si M est une surfae hyperbolique
omplète, non ompate et géométriquement nie, C(M) son ÷ur onvexe et λ0(M) le bas
de son spetre, alors
λ0(M) ≤ R2 ℓ(∂C(M))
Vol(C(M))
.
Nous utilisons pour ela une méthode identique à elle employée dans [Canary℄ pour
montrer un résultat analogue pour les variétés hyperboliques géométriquement nies de di-
mension 3. Nous montrons à la Setion 2.2 que lorsque l'on pine uniformément les géodé-
siques qui bordent le ÷ur onvexe, des méthodes développées par B. Colbois et Y. Colin
de Verdière permettent d'obtenir un ontrle plus préis du bas du spetre en fontion des
mêmes invariants. Ces deux méthodes nous permettent d'obtenir une ondition susante
pour l'existene d'une fontion propre assoiée au bas du spetre.
Nous nous intéressons ensuite à ertaines surfaes hyperboliques dont le π1 n'est pas de
type ni, que nous appelons périodiques au sens où elles reproduisent une innité de fois la
même ellule selon le plan d'un graphe à valene onstante. Notons λ0(M) le bas du spetre
d'une surfae innie périodique M , et λN0 (C) le bas du spetre de la ellule élémentaire ave
ondition de Neumann aux bords. Toutes es notions sont dénies à la Setion 1.2. Notre
résultat prinipal est le suivant :
Théorème 0.2. Soit M une surfae hyperbolique sans bord modelée sur un graphe G à partir
d'une ellule C à trou spetral positif,
λ0(M) ≥ λN0 (C)
ave égalité si et seulement si G est moyennable.
On note h(G) la onstante de Cheeger du graphe, et µ0(G) le bas du spetre de son
Laplaien ombinatoire (voir Setion 3.2). Notre démonstration donne en fait un résultat
plus préis que elui-i :
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Théorème 0.3. Soit M une surfae hyperbolique sans bord modelée sur un graphe G à partir
d'une ellule C à trou spetral positif, on a
λN0 (C) + A1µ0(G) ≤ λ0(M) ≤ λN0 (C) + A2h(G),
où A1 et A2 > 0 sont des onstantes qui ne dépendent que de la longueur des géodésiques de
∂C, du nombre de omposantes de bord et de propriétés spetrales de la ellule.
Nous montrons ensuite que la même méthode s'adapte et permet d'obtenir un résultat
analogue pour des surfaes non périodiques qui admettent un déoupage borné (voir Setion
4.1) :
Théorème 0.4. Soit M une surfae hyperbolique telle que
M =
⋃
i∈Z
Ci,
où les Ci sont des surfaes hyperboliques d'intérieurs disjoints à bords géodésiques, telles qu'il
existe des onstantes k,K, η, v > 0, ave
∀i ∈ Z, k < ℓ(α) < K et k < Vol(Ci) < K,
où α parours l'ensemble des omposantes de ∂Ci,
∀i ∈ Z, λN1 (Ci) ≥ η,
et le nombre de omposantes de bord de Ci est borné par v.
Il existe des onstantes A1 et A2 ne dépendant que de k,K, η et v telles que
A1µ0(G) ≤ λ0(M) ≤ A2h(G).
Enn, nous adaptons notre méthode pour l'appliquer au as de ertains revêtements
riemanniens. Les travaux les plus onnus reliant la moyennabilité d'un groupe de revêtement
ave des résultats sur le spetre du Laplaien des variétés onernées sont ertainement eux
de Robert Brooks [Brooks1℄ et [Brooks2℄. Le résultat suivant est sans doute le plus abouti
sur ette question, et le plus prohe de nos onsidérations :
Théorème 0.5 (Brooks, 86). Soit p : M → M1 un revêtement riemannien galoisien, et
Γ = π1(M1)/π1(M) son groupe de revêtement. Si M possède un domaine fondamental F
pour l'ation de Γ vériant la propriété (Br), alors
λ0(M) ≥ λ0(M1)
ave égalité si et seulement Γ est moyennable.
Ce domaine F joue ii le même rle que notre ellule C dans les énonés préédent. La
propriété (Br) est une propriété tehnique sur les aratéristiques spetrales de F diile
à ontrler, que nous expliitons à la Setion 4.2. Les seuls exemples que donne Brooks de
variétés vériant ette propriétés sont les variétés hyperboliques sans usp à trou spetral
positif. On retrouve don des hypothèses très prohes de elles de nos résultats. La Setion
4.2 détaille les reoupements et les diérenes de es travaux ave les ntres, qui aboutissent
dans ette situation au théorème :
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Théorème 0.6. Soit M1 une surfae hyperbolique à trou spetral positif, et M → M1 un
revêtement riemannien galoisien de groupe de revêtement Γ de type ni. Supposons qu'il
existe un domaine fondamental F dans M pour l'ation de Γ dont le bord est une union de
géodésiques fermées.
Alors il existe des onstantes A1 et A2 ne dépendant que de propriétés spetrales de M1
et de la longueur des omposantes de ∂F telles que
λ0(M1) + A1µ0(Γ) ≤ λ0(M) ≤ λ0(M1) + A2h(Γ).
Notre étude se onlut par la présentation de quelques questions que e travail pose
naturellement.
Nous présentons en appendie la démonstration du théorème lé qui permet de passer
d'une surfae onstruite par reollement de ellules à un revêtement riemannien. Il s'agit
d'une aratérisation du bas du spetre du Laplaien sur une variété M quelonque, ave
ondition de Neumann au bord, que nous notons λ ≤ λN0 (M) :
Théorème 0.7 (Sullivan, 87). Pour tout réel λ, il existe une fontion φ C∞ λ-harmonique
positive sur M ave ondition de Neumann sur ∂M si et seulement si λ ≤ λN0 (M).
Ce résultat est dû à [Sullivan℄ dans le as sans bord, et nous reprenons ave plus de
détails sa démonstration basée sur la théorie de la diusion, en l'adaptant à la présene
éventuelle d'un bord.
Je remerie vivement Gilles et Gérard de m'avoir laissé vagabonder à la reherhe de
surfaes de genre inni sur lesquelles je pouvais dire quelque hose, ainsi que pour leur
soutien au long de e périple ; meri aussi à Constantin Vernios et Françoise Dalbo pour
leurs questions et remarques qui ont bien étoé ette étude, et à Didier Piau pour son aide
préieuse et patiente lors de la rédation de l'appendie.
1 Préliminaires
Nous donnons ii quelques dénitions et résultats élémentaires sur les surfaes hyper-
boliques et sur l'étude du spetre du Laplaien sur es surfaes que nous emploierons par
la suite. Bien qu'en prinipe susante pour omprendre les résultats de notre artile, ette
setion ne prétend pas être une introdution omplète à es sujets, et il est vivement onseillé
au leteur intéressé de se reporter à la bibliographie itée.
1.1 Surfaes hyperboliques
Une surfae hyperbolique M est une variété de dimension 2 munie d'une métrique rie-
mannienne à ourbure onstante égale à −1. Si M est simplement onnexe, alors M est
isométrique au disque unité muni de la métrique de Poinaré ; sinon M est isométrique au
quotient du disque par un sous groupe disret de PSL2(R). Toute surfae hyperbolique
ompate M (éventuellement à bord géodésique) peut être réalisée omme réunion nie de
pantalons hyperboliques reliés deux à deux le long de bords géodésiques de longueurs iden-
tiques. La métrique hyperbolique de M est omplètement déterminée par les longueurs des
bords de es pantalons et un paramètre de raordement pour haque géodésique ommune
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à deux pantalons, appelé angle de twist. On pourra se reporter à [Be-Pe℄, hapîtres B et D
pour plus de détails.
Une surfae hyperbolique quelonque est la réunion de pantalons (ompats) dont les
bords sont de longueurs positives, de pantalons non ompats dont ertains bords sont de
longueurs nulle et rejetés à l'inni (le voisinage d'un bord de longueur nulle, néessairement
non ompat, est appelé un usp), et de omposantes de volume inni que nous appellerons
des vasques, onnues aussi sous le nom de  funnel  ou  expanding ends , homéomorphes
à des ylindres, dont un bord est une géodésique reliée à l'un des pantalons ou une autre
vasque, tandis que l'autre bord est renvoyé à l'inni.
Nous aurons besoin par la suite d'érire préisément la métrique hyperbolique sur un
voisinage d'un usp et au voisinage d'une géodésique fermée. Pour tout point p d'une variété
riemannienne M , on note inj(p) le rayon d'injetivité de M en p. On appelle partie ǫ-mine
l'ensemble des points de M où le rayon d'injetivité est inférieur à ǫ, partie ǫ-épaisse son
omplémentaire. Pour tout ǫ > 0, un usp possède une partie ǫ-mine ; voii une façon d'érire
sa métrique (voir [Be-Pe℄ p 151) :
Proposition 1.1. Soit PC un pantalon à usp, ǫ > 0 inférieur à la longueur de la plus petite
géodésique fermée de PC, et
Vǫ = {p ∈ PC : inj(p) ≤ ǫ}
. Supposons Vǫ onnexe, 'est-à-dire que PC ne présente qu'un seul usp. Alors Vǫ est isomé-
trique à S1 × [0,∞[ muni de la métrique
ds2 = e−2r(
ǫ
2π
)2dθ + dr2.
Corollaire 1.2. Ave les notations préédentes, le volume de Vǫ vaut ǫ.
Toute géodésique fermée dans une surfae hyperbolique admet un voisinage homéo-
morphe à un ylindre que nous appellerons un ollier, d'autant plus large que la longueur
de la géodésique est petite. Sur e voisinage, la métrique hyperbolique s'érit sous la forme
suivante (voir [Colbois℄) :
Proposition 1.3 (Lemme du Collier). Soit α une géodésique fermée de longueur l ontenue
dans l'intérieur d'une surfae hyperbolique M , alors α admet dans M un voisinage isomé-
trique à S
1×]−m(l), m(l)[, où α = S1 × {0}, muni de la métrique
ds2 = (
l
2π
)2ch2rdθ + dr2,
ave
m(l) = argsinh(
1
sh(l/2)
).
Les oordonnées (θ, r) ainsi dérites s'appellent oordonnées de Fermi sur le voisinage
ollier de α. Si α est l'intersetion entre un pantalon et une vasque, la métrique hyperbolique
sur la vasque s'érit également en oordonnées de Fermi
ds2 = (
l
2π
)2ch2rdθ + dr2,
pour (θ, r) ∈ S1 × [0,∞[. Si α est une omposante de bord de M , α possède toujours un
voisinage (relatif) ollier dans M qui s'érit (θ, r) ∈ S1 × [0, m(l)[ muni de la métrique de
Fermi.
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Fig. 1  La omposante onnexe à l'avant plan est le ÷ur onvexe de la surfae, ave un
usp
Dénition 1.1. Soit M une variété hyperbolique (de dimension quelonque), son ÷ur
onvexe C(M) est le plus petit onvexe de M tel que C(M) soit homéomorphe à M (voir
Fig.1). On dit que M est géométriquement nie si et seulement si le volume de son oeur
onvexe est ni.
Dans le as des surfaes hyperboliques qui nous intéresse, le ÷ur onvexe n'est rien
d'autre queM privée de toutes ses vasques. Comme le volume d'un pantalon, éventuellement
à usp, est ni uniformément minoré ('est un invariant topologique par la formule de Gauss-
Bonnet), nous voyons que le volume de C(M) est ni si et seulement si M est la réunion
d'un nombre ni de pantalons, pantalons à usps et vasques, 'est à dire lorsque son groupe
fondamental est de type ni. Ces deux notions ne sont plus équivalentes en dimension plus
grande, voir par exemple [Canary℄.
Nous travaillerons également sur des surfaes qui ne sont pas géométriquement nies.
Nous supposerons toujours qu'elles sont réunion dénombrable de ompats : elles sont alors
néessairement réunion dénombrable de pantalons ompats, de pantalons à usps et de
vasques.
Dans le as géométriquement ni, nous nous eorerons à la Setion 2 de relier le vo-
lume et la longueur du bord du ÷ur onvexe aux éléments spetraux que nous présentons
maintenant.
1.2 Eléments de théorie spetrale
Le leteur voulant entrer dans les détails de e que nous présentons maintenant sans
démonstration pourra se référer à [Chavel℄.
SoitM une variété riemannienne. Nous appelons Laplaien l'opérateur∆ déni sur toute
fontion C2 sur M (à valeur réelle) par
∆f = div(gradf) = −Trace(∇.(∇f)),
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où ∇ est la onnexion de Levi-Civita (et don le gradient usuel lorsqu'elle s'applique à une
fontion diérentiable surM). Notons que nous hoisissons pour le Laplaien une onvention
de signe opposée à elle utilisée dans [Chavel℄ et dans la plupart des publiation amériaines.
Notre onvention, utilisée par nombre de géomètres français, a l'avantage de donner un
opérateur déni positif, omme le montre la Formule de Green i-dessous. Le leteur est de
toutes façons invité à se méer fortement des signes toutes les fois qu'il se réfèrera à un
artile traitant du Laplaien, quelle que soit la nationalité de son auteur ! !
A l'aide de l'expression des opérateurs gradients et divergene, on peut exprimer loale-
ment le Laplaien omme opérateur diérentiel dans un système de oordonnées à partir de
l'expression de la métrique. La seule expression expliite qui nous intéssera ii est elle du
Laplaien sur le voisinage ollier d'une géodésique fermée de longueur l en oordonnées de
Fermi : la formule de [Chavel℄, p 5 devient
∆f = −(∂
2f
∂r2
+ thr
∂f
∂r
+
(2π)2
l2ch2r
∂2f
∂θ2
). (1)
Si M est une variété à bord, nous dirons qu'une fontion f de lasse C1 sur M vérie les
onditions de Dirihlet si elle est nulle sur ∂M , et les onditions de Neumann si son gradient
vérie en tout point x ∈ ∂M :
gx(∇f(x), νx) = 0
où νx est la normale au bord au point x onsidéré. Sauf dans notre appendie, nous nous
plaerons toujours dans l'un de es deux as, e qui nous permet d'érire le résultat suivant
sans terme de bord.
Proposition 1.4 (Formule de Green). Soient f, g deux fontions de lasse C2 surM vériant
les onditions de Neumann ou de Dirihlet sur ∂M si ∂M 6= ∅, alors∫
M
∆fg =
∫
M
∇f.∇g.
On dénit H1(M) omme l'ensemble des fontions f ∈ L2(M) telles que le gradient de
f au sens des distributions est un hamp de veteur de L2(M) que nous noterons enore ∇f .
H1(M) muni de la norme
||f ||2H1(M) = ||f ||2L2(M) + ||∇f ||2L2(M)
est alors un espae de Hilbert, et l'ensemble des fontions C∞ à support ompat dans M est
dense dans H1(M). On dénit l'espae H10(M) omme le omplété dans H1(M) de l'ensemble
des fontions C∞ à support ompat dans ◦M . On peut alors dénir sur H1(M) ou sur H10(M)
la forme quadratique énergie de Dirihlet (ou simplement énergie) :
Dir(f) = ||∇f ||2L2(M).
L'opérateur non ompat qui est assoié à ette forme quadratique est l'extension de Friedrih
du Laplaien (déni préédemment pour des fontions C2) à H1(M). Lorsque M a un bord,
si nous eetuons ette extension sur H1(M), nous obtenons le Laplaien ave onditions de
Neumann, tandis que si nous la limitons àH10(M), nous obtenons le Laplaien ave onditions
de Dirihlet. Nous noterons dans tous les as ∆ es extensions et le ontexte préisera si nous
travaillons ave des fontions C2 ou dans H1, ainsi que les onditions au bord onsidérées.
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Le spetre du Laplaien est l'ensemble des λ ∈ R tels que ∆− λ vu omme opérateur sur
un espae hilbertien (H1(M) ou H10(M) suivant les situations) n'est pas inversible. D'après
la formule de Green, 'est un sous-ensemble de R
+
. On appelle bas du spetre sa borne
inférieure, notée λ0(M) pour M sans bord, λ
N
0 (M) pour le bas du spetre ave ondition de
Neumann, et λD0 (M) pour le bas du spetre ave ondition de Dirihlet. On a toujours : si
∂M = ∅,
λ0(M) = inf
f
{||∇f ||
2
||f ||2 }
où f parourt l'ensemble des fontions de H1(M) ; si ∂M 6= ∅,
λN0 (M) = inf
f
{||∇f ||
2
||f ||2 }
où f parourt l'ensemble des fontions de H1(M), et
λD0 (M) = inf
f
{||∇f ||
2
||f ||2 }
où f parourt l'ensemble des fontions de H10(M). Pour toute fontion f de H1 (par exemple
C1 par moreaux), on appelle
||∇f ||2
||f ||2
son quotient de Rayleigh.
On dit qu'une fontion f est λ-harmonique si ∆f = λf , et fontion propre du Laplaien
assoiée à la valeur propre λ si elle est dans H1 et λ-harmonique ; λ est alors appelée valeur
propre du Laplaien. Une valeur propre est néessairement un point du spetre, don positive.
Si M est ompate, on montre que le spetre est l'ensemble (disret) de la suite de ses
valeurs propres, qui sont alors de multipliité nie. Pour M de volume ni, λ0 = 0 est valeur
propre assoiée aux fontions onstantes. Lorsque M n'est pas de volume ni, l'existene
de fontions propres (et don de valeurs propres) n'est pas assurée. Le résultat suivant, que
nous utiliserons souvent par la suite, regroupe plusieurs théorèmes lassiques :
Théorème 1.5. S'il existe une fontion ψ0 ∈ H1(M) (resp. dans H10(M)) telle que son
quotient de Rayleigh soit égal à λN0 (M) (resp. λ
D
0 (M)).
Alors ψ0 est stritement positive sur
◦
M , de lasse C∞ sur M , et est fontion propre du
Laplaien ave ondition de Neumann (resp. de Dirihlet) aux bords. Toute fontion propre
du Laplaien assoiée à la valeur λ0 est don proportionnelle à ψ0.
Dénition 1.2. Soit M une variété vériant les hypothèses du théorème 1.6, on note
λ1 = inf{||∇g||
2
||f ||2
∫
M
ψ0g = 0}
où les fontions f sont prises dans H1(M) ou H10(M) suivant le as onsidéré, et on appelle
η = λ1 − λ0 ≥ 0 le trou spetral de M .
Lorsque M est ompate (ave ou sans bord) le trou spetral de M est don stritement
positif. Dans la suite de notre étude, nous déouperons régulièrement les surfaes étudiées
en moreaux disjoints. Le lemme élémentaire suivant nous sera alors utile :
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Lemme 1.6. Si M ′ ⊂M sont deux variétés omplètes à bords ompats, alors
λN0 (M) ≥ min(λN0 (M ′), λN0 (M\M ′)).
Démonstration. Soit f ∈ H1(M), on a fˆ = f|M ′ ∈ H1(M ′), et son gradient (au sens des
distributions) sur M ′ est un hamp de veteurs qui vérie
∇fˆ(x) = ∇f(x).
De même, f|M\M ′ ∈ H(M\M ′). De plus, pour tous nombres positifs a, b, c, d,
a+ b
c+ d
≥ min{a
c
,
b
d
}.
On a don
||∇f ||2
||f ||2 ≥ min{
||∇fˆ ||2
||fˆ ||2 ,
||∇(f − fˆ)||2
||f − fˆ ||2 } ≥ min{λ
N
0 (M
′), λN0 (M\M ′)}.
Ce résultat étant valable pour toute fontion f ∈ H1(M), on a bien
λN0 (M) ≥ min{λN0 (M ′}, λN0 (M\M ′)).
Certaines de nos surfaes auront des propriétés de symétrie, que nous utiliserons pour nos
problèmes spetraux à l'aide du résultat suivant :
Proposition 1.7. Soit M une variété riemannienne (éventuellement à bord) munie d'une
isométrie I d'ordre ni v. Si le bas du spetre de M est atteint par une fontion ψ0, alors ψ0
est invariante par I.
Démonstration. D'après le Théorème 1.5, ψ0 est l'unique fontion propre assoiée à la valeur
propre λ0. Or, posons
Ψ0 = ψ0 + ψ0 ◦ I + ...+ ψ0 ◦ Iv−1,
ette fontion est invariante par I et on a enore
∆Ψ0 = λ0Ψ0.
Il existe don une onstante k telle que Ψ0 = kψ0, qui ne peut être nulle puisque ψ0 est
stritement positive sur
◦
M d'après le Théorème 1.5. On a don ψ0 ◦ I = ψ0.
Corollaire 1.8. Soit M une variété riemannienne (éventuellement à bord ave ondition de
Neumann) munie d'une isométrie I d'ordre ni v, alors
λ0(M) = inf
f
{||∇f ||
2
||f ||2 },
où f parourt l'ensemble des fontions C∞ à support ompat dans M invariantes par I.
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Démonstration. Soit (Ui)i une suite roissante d'ouverts à fermetures ompates de M tels
que
M =
⋃
i
Ui,
il existe une suite d'ouverts à fermetures ompates (Vi)i invariants par I tels que pour tout
i,
Ui ⊂ Vi.
En partiulier, M est l'union des {Vi}. Comme l'ensemble des fontions à support ompat
dans M est dense dans H1(M), on a
λ0(M) = inf
i
inf
f∈C∞Vi
||∇f ||2
||f ||2 .
D'après la proposition préédente, pour tout i,
inf
f∈C∞Vi
||∇f ||2
||f ||2
est atteint par une fontion invariante par I, e qui onlut notre démonstration.
1.3 Géométrie spetrale des surfaes hyperboliques
Par la suite, nous ne travaillerons que sur des surfaes hyperboliques. Nous présentons
ii quelques uns des résultats onnus sur le spetre du Laplaien sur es surfaes, qui sont
à l'origine des motivations de et artile, et permettent en partiulier de omprendre les
hypothèses de nos théorèmes dans un adre plus général de géométrie hyperbolique.
Remarque 1.1. La plupart des résultats présentés dans ette setion sont valables en dimen-
sion plus grande en adaptant simplement ertaines onstantes. Pour plus de détails à e
sujet, le leteur est invité à onsulter les référenes itées.
Le résultat suivant démontré dans [Donnelly℄ assure, suivant la valeur de λ0, l'existene
d'une fontion propre assoiée sur une surfae de Riemann :
Théorème 1.9. Soit M une surfae hyperbolique géométriquement nie non ompate, alors
la demi-droite [1/4,∞[ est dans le spetre du Laplaien, et tout point du spetre dans [0, 1/4[
(s'il y en a) est assoié à une valeur propre de multipliité nie.
Corollaire 1.10. Sous les hypothèses du théorème préédent, on a :
λ0(M) ≤ 1/4;
Si λ0(M) < 1/4, alors λ0 est une valeur propre simple assoié à une fontion propre positive
ψ0 et
λ0 < λ1 ≤ 1
4
:
le trou spetral de M est don stritement positif et inférieur à 1/4.
Dans et énoné, le λ1 et le trou spetral orrespondent à la Dénition 1.2. Dans le as
géométriquement ni, on a don une distintion importante entre la situation λ0 < 1/4 et
λ0 = 1/4. Cette distintion peut aussi se omprendre à l'aide du résultat suivant, valable
pour M géométriquement nie ou innie, démontré par exemple dans [Sullivan℄ :
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Théorème 1.11 (Sullivan). Soit M = H2/Γ et δ l'exposant ritique de Poinaré de Γ, on a
λ0(M) =
{
δ(1− δ) si δ > 1/2
1/4 si δ ≤ 1/2.
Corollaire 1.12. On a toujours λ0(M) ≤ 1/4.
Si M est géométriquement nie, δ est aussi la dimension de Hausdor de son ensemble
limite. Ces notions d'exposant ritique de Poinaré et d'ensemble limite d'une surfae hy-
perbolique sont bien onnues des personnes étudiant la géométrie hyperbolique et la théorie
ergodique des groupes disrets. Le théorème de Sullivan permet d'exprimer la plupart de nos
résultats sur le bas du spetre omme des résultats sur l'exposant ritique, mais nous n'uti-
liserons pas e point de vue dans ette étude. Le leteur intéressé par es question est don
invité à se référer, par exemple, à [Sullivan℄ ou [Canary℄.
A la Setion 3, nous nous intéresserons à des surfaes à bord géodésique dont le trou
spetral est positif. Les résultats i-dessus s'appliquent dans le as à bord : il sut de faire
le double de la surfae le long de son bord (voir Corollaire 3.3). Nos exemples prinipaux
seront don des surfaes ompates ou des surfaes géométriquement nies non ompates
dont le bas du spetre est plus petit que 1/4. Un alul expliite de l'exposant ritique
montre que pour toute surfae hyperboliqueM , dès que M présente un usp δ > 1/2 et don
λ0(M) < 1/4 lorsque M est géométriquement nie (voir par exemple [Ma Mullen℄ p 7). En
l'absene de usp, le Théorème 0.1 que nous démontrons maintenant donne une ondition
susante pour avoir λ0 < 1/4.
2 Cas géométriquement ni
2.1 Contrle du bas du spetre par la géométrie du ÷ur onvexe
L'objetif de e paragraphe est de démontrer le Théorème 0.1 qui permet, dans le as
général d'une surfae hyperbolique non ompate géométriquement nie, de ontrler le bas
du spetre à partir de la géométrie de son ÷ur onvexe. Ce paragraphe est une adaptation
aux surfaes hyperboliques du résultat démontré par R.D.Canary dans [Canary℄ pour les
variétés hyperboliques de dimension 3 : bien qu'un analogue du théorème 2.2 soit déjà ontenu
dans [Buser℄, la démonstration que nous présentons ii est due à Canary. Rappelons que nous
utilisons une onvention de signe pour le Laplaien diérente de elle de Canary.
Lemme 2.1. Pour tout n ∈ N, n ≥ 2, il existe une onstante Rn t.q. pour toute variété
omplète non ompate M dont la ourbure de Rii est minorée par −(n− 1), si f est une
fontion λ-harmonique sur M , λ > 0, alors
|∇f |2
f 2
≤ R2n.
Démonstration. D'après le théorème 1.2 de [Li-Yau℄ rappelé dans [Canary℄, si u(x, t) est une
solution positive de l'équation de la haleur (∆ + ∂
∂t
)u(x, t) = 0 sur M × (0,∞) où M est
une variété de dimension n sans bord dont la ourbure de Rii est bornée inférieurement
par −(n− 1), alors pour tout α > 1,
|∇u|2
u2
− αut
u
≤ nα
2(n− 1)√
2(α− 1) +
nα2
2t
.
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Si f est une fontion λ-harmonique positive sur M , u(x, t) = e−λtf(x) est une solution
positive de l'équation de la haleur. En posant α = 2 et en faisant tendre t vers l'inni, la
majoration préédente donne alors :
|∇f |2
f 2
≤ 2
√
2n(n− 1)− 2λ.
Il sut don de poser
R2n = 2
√
2n(n− 1).
Théorème 2.2 (Lemme de Buser). Si M est une variété de dimension n omplète non
ompate sans bord dont la ourbure de Rii est bornée inférieurement par −(n− 1), alors
λ0(M) ≤ Rnh(M)
où h(M) est la onstante de Cheeger de M et Rn ne dépend que de n.
Démonstration. On note V la mesure riemannienne sur M et A la mesure induite sur les
sous-variétés de M de o-dimension 1 et on rappelle qu'alors, la Constante de Cheeger de M
est dénie omme
h(M) = inf
M ′
A(∂M ′)
V (M ′)
,
où M ′ parourt l'ensemble des domaines ompats de M . On ne perd pas en généralité
à supposer que λ0 > 0. On sait d'après le Théorème 0.7 qu'il existe alors une fontion λ0-
harmonique positive f surM . D'après le Lemme 2.1, il existe une onstante Rn ne dépendant
que de n tq
|∇f
f
(x)| ≤ Rn.
De plus, omme ∇(log f) = ∇f/f , on a
∆ log f = λ0 +
|∇f |2
f 2
≥ λ0.
Soit M ′ un domaine de M relativement ompat à bord C1 par moreaux, d'après la
formule de Stokes, ∫
M ′
∆(log f)dV =
∫
∂M ′
1
f
∂f
∂νw
dA(w),
ave par dénition
1
f
∂f
∂νw
= gw(
∇f
f
, νw) :
on a don ∫
∂M ′
1
f
∂f
∂νw
dA(w) ≤ RnA(∂M ′).
Comme de plus, d'après i-dessus,∫
M ′
∆(log f)dV ≥ λ0V (M ′),
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on obtient que pour tout domaine M ′ de M à bord C1 par moreaux
λ0 ≤ RnA(∂M
′)
V (M ′)
,
d'où par dénition de h(M) :
λ0 ≤ Rnh(M).
Le théorème 0.1 s'énone alors préisément :
Théorème 2.3. Si M est une surfae hyperbolique omplète, non ompate et géométrique-
ment nie, on a
λ0(M) ≤ R2 ℓ(∂C(M))
Vol(C(M))
.
Démonstration. Pour ǫ > 0, posons
Cǫ(M) = C(M) ∩Me(ǫ)
où Me(ǫ) désigne la partie ǫ-épaisse de M (voir Setion 1.1). Pour ǫ susamment petit (en
partiulier plus petit que la longueur de la plus petite géodésique fermée), Cǫ(M) est le ÷ur
onvexe de M dont on a retiré la partie ǫ-mine de ses usps , qui sont en nombre ni N0.
On a don
ℓ(∂Cǫ(M)) = ℓ(∂C(M)) +N0ǫ
et d'après le Corollaire 1.2,
Vol(Cǫ(M)) = Vol(C(M))−N0ǫ.
Comme Cǫ(M) est ompat, on a pour tout ǫ > 0,
h(M) ≤ ℓ(∂Cǫ(M))
Vol(Cǫ(M))
:
le résultat désiré suit en faisant tendre ǫ vers 0.
2.2 Pinements de géodésiques et spetre de graphes
On présente ii très suintement les résultat de la méthode développée par Bruno
Colbois et Yves Colin de Verdière dans [Colbois℄, puis [Colbois-Colin℄.
Soit M une surfae hyperbolique omplète sans bord, γ1, ..., γk des géodésiques fermées
de M déoupant M en N+n moreaux M1, ...,MN ,MN+1, ...,MN+n, où on suppose que pour
1 ≤ i ≤ N , les Mi, sont de volume ni et pour i > N , les Mi sont de volume inni. Soit G
le graphe à N + n sommets, où deux sommets i et j, 1 ≤ i < j ≤ N + n sont reliés si et
seulement si Mi ∩Mj 6= ∅. On a alors Mi ∩Mj = γα, ave 1 ≤ α ≤ k, et on assigne à l'arête
{i, j} la longueur lα = ℓ(γα). On a don un graphe à N + n sommets et k arêtes.
On note l'ensemble des sommets S = S1 ∪ S2, où S1 = {1, ..., N} orrespond à eux
assoiés aux parties de volume ni, et S2 aux autres. On onsidère l'ensemble des fontions
de S dans R, nulles sur S2, de arré sommable pour la mesure
µ =
∑
i∈S
Viδ(i)
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où Vi = Vol(Mi) si i ∈ S1, Vi = 0 sinon ; on note et ensemble L2(S1, µ).
Nous appellons dans ette partie Laplaien ombinatoire sur G l'opérateur linéaire as-
soié à la forme quadratique q sur L2(S1, µ) dénie par
q(f) =
1
π
k∑
α=1
lα(f(iα)− f(jα))2,
où iα et jα sont les extrémités de l'arête orrespondant à la géodésique de déoupage α. En
supposant S2 non vide, et opérateur a N valeurs propres
0 ≤ µ0 ≤ µ1... ≤ µN−1.
Soit ǫ > 0 etM ǫ l'unique surfae hyperbolique obtenue en imposant à haque géodésique
γα la longueur ǫlα (voir Setion 1.1).
Théorème 2.4 (Colbois, Théorème 1). En gardant les notations préédentes, pour ǫ su-
samment petit, les N premières valeurs propres simples du Laplaien sur M ǫ (éventuellement
égales, assoiées à des veteurs propres indépendants) λǫ0 ≤ ... ≤ λǫN−1 existent et vérient
lorsque ǫ→ 0
λǫi ∼ ǫµi.
Si on applique e résultat en pinçant uniformément toutes les géodésique qui forment le
bord du ÷ur onvexe, on obtient à la limite un résultat plus préis que le Théorème 0.1 :
Proposition 2.5.
λǫ0 ∼ ǫ
ℓ(∂C(M))
πVol(C(M))
.
Démonstration. Ii, ∪αγα = ∂C(M) ; le ÷ur onvexe est le seul moreau de volume ni, les
autres (des vasques hyperboliques) sont de volume inni. On a don S1 = {s}, et pour toute
fontion x : S1 → R, on a
q(x) =
1
π
∑
α
lα(x(s))
2 =
1
π
ℓ(∂C(M))x2
La première valeur propre de q pour le produit salaire
µ(x, y) =
∑
i∈S1
Vix(i)y(i) = Vol(C(M))xy
est don
µ0 =
ℓ(∂C(M))
πVol(C(M))
,
le Théorème 2.4 nous donne alors
λǫ0 ∼ ǫ
ℓ(∂C(M))
πVol(C(M))
.
Remarque 2.1. Les résultats que nous établirons dans la setion suivante néessiterons des
surfaes (à bords) dont le trou spetral (ave ondition de Neumann) est positif. Le Théorème
0.1 et la Proposition 2.5 assurent que λ0 < 1/4 dès que la longueur du bord du ÷ur onvexe
devient petite devant son volume. D'après le Théorème 1.9, 'est une ondition susante
pour qu'il existe une fontion propre assoiée au bas du spetre et que le trou spetral soit
positif.
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3 Surfaes géométriquement innies périodiques
Nous présentons dans ette setion des résultats de ontrle du spetre de ertaines
surfaes géométriquement innie, 'est à dire de genre inni (voir Setion 1.1). A partir d'une
surfae hyperbolique géométriquement nie (la ellule) et d'un graphe, nous allons ontruire
toute une famille de surfaes hyperboliques géométriquement innies, dont ertaines auront
un bas du spetre stritement positif : nous le aratériserons alors en fontion du bas du
spetre de la ellule et du graphe sous-jaent.
3.1 Constrution d'une surfae modelée sur un graphe à valene
onstante
Soit C une surfae hyperbolique, pas forément ompate ni géométriquement nie, dont
le bord est onstitué de v géodésiques fermées distintes et de même longueur :
∂C = α1 ∪ · · · ∪ αv,
où les αp sont disjointes. On suppose que C est muni d'une isométrie J d'ordre v telle que
pour tout 1 ≤ p ≤ v − 1,
J(αp) = αp+1,
et que le trou spetral
η = λN1 (C)− λN0 (C)
est positif (voir Setion 1.2). Cela signie en partiulier que C admet une fontion propre ψ0
assoiée à la valeur λ0. C'est toujours le as lorsque M est de volume ni (ompate ou ave
usp d'après la setion 1.1) ; dans le as où C est géométriquement nie de volume inni, si la
longueur du bord du ÷ur onvexe est susamment petite devant son volume, la remarque
qui onlut la setion préédente donne des onditions pour que e soit le as.
On onsidère un graphe G = (V,E) de valene onstante v, dont les sommets sont
indexés par N : V = {xi}i∈N, et on note i ∼ j si et seulement si (i, j) ∈ E. On se donne une
famille de opies de C notées {Ci}i∈N, dont on note les omposantes de bord (αki ),1≤k≤v, et
une famille d'isométries φi : Ci → C telles que pour tous 1 ≤ p ≤ v,
φi(α
p
i ) = α
p
.
Dénition 3.1. On dira qu'une surfae hyperboliqueM est modelée sur le graphe G à partir
de la ellule C si et seulement si on a
M =
∐
i∈N
Ci/ ∼,
où ∼ est une relation d'équivalene qui identie αpi à αqj via (φj)−1 ◦Jq−p ◦φi si et seulement
si i ∼ j et αpi et αpj ne sont identiés à auun autre αrk (voir Fig. 2 & 3).
Remarque 3.1. Nous n'armons pas que, si la ellule et le graphe sont xés, notre onstru-
tion dénit une surfae de genre inni de façon unique (e qui néessiterait de dénir e
que l'on entend par unique). Pour la suite de notre étude, il nous sut de savoir que notre
surfae de genre inni peut être obtenue de ette manière.
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Fig. 2  Surfae modelée sur Z
2
à partir d'un tore à 4 omposantes de bord
Remarque 3.2. On pourrait supposer que haune des v omposantes αi de la ellule C
est omposée de plusieurs omposantes onnexes, haune géodésique, et que l'isométrie J
éhange les αi globalement. Tous nos résultats restent valables dans e as : les démonstra-
tions s'adaptent aisément, mais elles prennent une lourdeur inutile. Pour plus de larté, nous
supposerons toujours par la suite que haque omposante de bord αi est omposée d'une
unique géodésique.
On notera toujours Ci = Ci/ ∼ haune des parties de M , toutes isométriques à C.
Nous noterons désormais le bas du spetre de la ellule ave ondition de Neumann
λN0 (C) = λ0.
Nous obtenons failement une première minoration du spetre d'une surfae modelée sur
un graphe :
Proposition 3.1. Pour toute surfae M modelée sur le graphe G à partir de la ellule C,
on a
λ0(M) ≥ λ0.
Lemme 3.2. Pour toute partie Mf de M ontenue dans un nombre ni de ellules, son bas
du spetre ave ondition de Dirihlet vérie
λD0 (Mf ) ≥ λN0 (C) = λ0.
Démonstration. Il sut de modier légèrement la démonstration du Lemme 1.6 pour obtenir
le résultat suivant : si M est la réunion de M1 ∪ . . . ∪Mk dont les intérieurs sont disjoints,
alors
λN0 (M) ≥ min
k
(λN0 (M1), . . . , λ
N
0 (Mk)).
Soit M˜ une réunion d'un nombre ni de opies de C d'intérieurs dsijoints, telle que Mf ⊂ M˜ ,
d'après l'argument préédent
λN0 (M˜) ≥ λ0.
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Fig. 3  Surfae modelée sur l'arbre de degré 3 à partir d'une ellule de volume inni
Comme H10(Mf ) ⊂ H1(M˜) (voir Setion 1.2 pour les notations), on a
λD0 (Mf) ≥ λN0 (M˜) ≥ λ0.
Comme, par dénition, on a
λ0(M) = inf
Mf⊂M
λD0 (Mf)
où Mf parourt l'ensemble des parties ompates de M , la Proposition 3.1 déoule immé-
diatement du Lemme 3.2.
On obtient en partiulier :
Corollaire 3.3. λ0(M) > 0 dès que λ0(C) > 0.
Remarque 3.3. Le bas du spetre de C ave ondition de Neumann est exatement le bas
du spetre de la surfae sans bord C2, réunion de deux opies de C le long de ∂C (voir
Fig. 4) : e résultat général de théorie spetrale s'obtient en ombinant le Lemme 1.6 et la
Proposition 1.7 (ou le Corollaire 1.8 si C n'a pas de fontion propre assoiée à λ0).
D'après le Théorème 1.9, des ellules C dont le bas du spetre est positif existent : il
sut qu'elles soient géométriquement nies de volume inni, ave λ0 susamment petit. On
peut alors utiliser les résultats de la Setion 2 pour ontrler le bas du spetre de C2 en
fontion du volume de son ÷ur onvexe.
3.2 Graphes moyennables et majoration de λ0
Dénition 3.2. Soit G un graphe inni, on appelle onstante de Cheeger de G la onstante
h(G) = inf
Gf⊂G
#∂Gf
#Gf
,
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Fig. 4  Double d'une ellule à 3 omposantes de bord
où Gf parourt l'ensemble des parties nies de G et ∂Gf est l'ensemble des points de Gf
reliés à un point de G\Gf .
On dira qu'un graphe est moyennable si et seulement si h(G) = 0. Cette terminologie
vient du résultat lassique suivant :
Théorème 3.4 (Følner). Soit (Γ, S) un groupe de type ni muni d'un système de généra-
teurs, Γ est moyennable, 'est-à-dire admet une mesure de probabilité simplement additive
invariante à gauhe, si et seulement si le graphe de Cayley de Γ relativement au système de
générateurs S est moyennable au sens déni préédemment pour les graphes.
On peut par exemple trouver la démonstration de e théorème dû à Følner dans [Brooks1℄.
Sur un graphe G, nous appellerons ∆G le Laplaien ombinatoire assoié de la même façon
qu'à la Setion 2.2 à la forme quadratique
q =
∑
i∼j
(f(i)− f(j))2
et à la mesure
µ =
∑
i∈G
δ(i).
Il s'agit alors de l'opérateur linéaire qui a toute fontion f sur le graphe assoie la fontion
∆Gf dénie par
∆Gf(i) =
∑
i∼j
(f(i)− f(j)).
C'est un opérateur autoadjoint positif, dont la première valeur propre µ0(G) est l'inmum
des quotients de Rayleigh ombinatoires :
µ0(G) = inf
f
∑
i∼j(f(i)− f(j))2∑
i f(i)
2
.
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La moyennabilité du graphe est reliée à la première valeur propre de et opérateur :
Théorème 3.5 (Inégalités de Cheeger ombinatoires).
1
2v
h(G)2 ≤ µ0(G) ≤ h(G).
En partiulier, le graphe est moyennable si et seulement si la première valeur propre de
son Laplaien ombinatoire est nulle. On peut onsulter [Colin℄ p31 pour une preuve de e
résultat que nous utiliserons ultérieurement.
L'objetif de ette setion est de démontrer le théorème suivant :
Théorème 3.6. SoitM une surfae hyperbolique modelée sur un graphe G à valene onstante
à partir de la ellule C. On a
λ0(M) ≤ λ0 + A2h(G),
où
A2 = (v − 1)( 1
m(l)2
+ λ0).
On rappelle que m(l) a été déni à la Setion 1.1 omme la largeur du voisinage ollier
d'une géodésique de longueur l, qui vaut
m(l) = argsinh(
1
sh(l/2)
).
En partiulier, ei prouve la première moitié du Théorème 0.2 :
Corollaire 3.7. Sous les hypothèses préédentes, si G est moyennable, alors
λ0(M) = λ0.
Démonstration. Soit G un graphe inni moyennable de valene onstante v, C une surfae
hyperbolique à bord ompat, invariante par une isométrie J d'ordre v. Soit M la variété
modelée sur G à partir de C.
Soit (Gn)n∈N une famille de parties nies (que nous supposerons onnexes) de G telle
que
lim
n→∞
#∂Gn
#Gn
= µ0(G),
une telle famille existe par dénition d'un graphe moyennable. On note Mn la réunion des
ellules orrespondant à la partie Gn, et ∂
GMn les ellules de M\Mn reliées par au moins
une omposante de bord à une ellule de Mn. Il y a don au plus (v− 1)#∂Gn ellules dans
∂GMn. On note M
+
n = Mn ∪ ∂GMn.
Pour ǫ ∈ [0, 1], on va onstruire une famille de fontions f˜ǫ,n à support ompat dans M+n
telles que
||∇f˜ǫ,n||2
||f˜ǫ,n||2
≤ λ0 + ǫ+ (v − 1)( 1
m(l)2
+ λ0 + ǫ)
#∂Gn
#Gn
,
e qui montrera le Théorème 3.6. L'idée de ette démonstration est de reproduire sur toutes
les ellules de Mn une fontion dont le quotient de Raileygh est presque λ0 et de la rendre
ontinue à support ompat sur M+n . Cette dernière opération ajoutera à l'énergie de f˜ǫ,n de
l'ordre de #∂Gn.
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Soit fǫ une fontion C∞ sur C, vériant les onditions de Neumann sur ∂C et vériant∫
C
|∇fǫ|2 = (λ0 + ǫ)
∫
C
f 2ǫ .
D'après la Setion 1.2, on peut supposer que fǫ est invariante par J , et on supposera que∫
C
f 2ǫ = 1.
On étend fǫ en f˜ǫ,n dénie sur Mn par
f˜ǫ(x) = fǫ ◦ φp(x) si x ∈ Cp.
On rappelle que φp est l'isométrie qui identie Cp à C ; désormais nous sous-entendrons ette
identiation en érivant
f˜ǫ|Cp(x) = fǫ(x).
Comme f est invariante par J , f est identique sur haque omposante de bord. f˜ǫ est don
ontinue sur Mǫ et C2 par moreaux, don f˜ǫ ∈ H1(Mn). Il s'agit maintenant de lui donner
un support ompat dans M+n .
Soit α une géodésique fermée de longueur l de Mn ∩ ∂GMn, et Cα la ellule de M\Mn à
laquelle elle appartient. D'après la Proposition 1.3 le ollier
{p ∈ X : d(p, x) ≤ m(l)}
est un voisinage tubulaire de α plongé dans X , ave
m(l) = argsinh(
1
sh(l/2)
).
Il admet des oordonnées (r, θ), où |r| ≤ m(l) et θ ∈ S1, telles que la métrique s'érit
ds2 = dr2 + (
l
2π
)2ch2rdθ2.
On suppose que r ≤ 0 orrespond à la partie du ollier située dans Cα ⊂ ∂GMn\Mn.
Pour r ≤ 0, posons
ψα(r, θ) =
1
m(l)
(m(l)− r).
Pour toute géodésique β ⊂ Cα ∩Mn, on dénit ψ de la même façon sur le tube de Cα qui
entoure β, et on l'étend sur Cα par ψα = 0 à l'extérieur de es voisinages tubulaires. ψα est
ontinue, C2 par moreaux, toujours inférieure à 1, vaut 1 sur les géodésiques de Cα ∩Mn et
pour tous r ∈ [0, m(l)],
|∇ψα(r, θ)| = 1
m(l)
<∞.
On a alors ∫
Cα
|∇(ψαfǫ)|2 =
∫
C
| fǫ
m(l)2
+ ψ∇fǫ|2 ≤ 1
m(l)2
+ λ0 + ǫ (2)
ar ||fǫ||2Cα = 1.
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Pour toute ellule Cα ⊂ ∂GMn, on pose
f˜ǫ,n = ψαfǫ.
Nous obtenons nalement une fontion f˜ǫ,n ontinue et C1 par moreaux à support
ompat dans l'intérieur de M+n , don f˜ǫ,n ∈ H10(M+n ) ⊂ H1(M), qui vérie :
∫
M+n
|∇f˜ǫ|2 =
∑
Ci⊂M
+
n
∫
Ci
|∇f˜ǫ|2 ≤ (λ0 + ǫ)
∑
Ci⊂Mn
∫
Ci
f˜ 2ǫ +
∑
Ci⊂∂GMn
∫
C
|∇(ψfǫ)|2
d'où ∫
Mn
|∇f˜ǫ|2 ≤ #Gn(λ0 + ǫ) + (v − 1)#(∂Gn)( 1
m(l)2
+ λ0 + ǫ)
d'après (2).
On obtient nalement∫
Mn
|∇f˜ǫ|2∫
Mn
f˜ 2ǫ
≤ #Gn(λ0 + ǫ)||fǫ||
2 + (v − 1)#∂GnK ′||fǫ||2
#Gn||fǫ||2 ≤ λ0+ǫ+(v−1)(
1
m(l)2
+λ0+ǫ)
#∂Gn
#Gn
,
e qui onlut notre preuve.
Remarque 3.4. Cette partie de notre démonstration n'utilise pas l'existene de la fontion
propre ψ0, elle est don valable y ompris lorsque la ellule n'a pas un trou spetral positif.
Elle est analogue à elle de [Brooks1℄,2 et a été utilisée depuis dans de nombreux artiles
traitant de moyennabilité.
Remarque 3.5. Dans le as où G est le graphe de Cayley d'un groupe abélien (par exemple
Z,Z2...), don moyennable, on retrouve e qui est appelé ommunément une surfae pério-
dique. Le résultat λ0(M) = λ0(C) est alors un orollaire immédiat de la théorie de Floquet.
Cependant, d'une part notre démonstration (d'un résultat ertes beauoup plus faible) est
plus élémentaire que la onstrution de la théorie de Floquet, d'autre part elle s'applique ii
à une lasse de surfaes beauoup plus large, que nous appelons également périodiques au
sens de la Dénition 3.1. Nous reparlerons plus en détails de la situation où G est un graphe
de Cayley au Paragraphe 4.2.
Corollaire 3.8. Si G est moyennable, le bas du spetre de la surfae M est le même que
elui de C2, où C2 est la surfae hyperbolique non ompate omplète sans bord, double de
C (voir Fig. 3.1).
Démonstration. Il sut de se rappeler que d'après la Remarque 3.3, le bas du spetre de C
ave ondition de Neumann est le même que elui de son double C2.
Nous avons don toute une famille de surfaes hyperboliques dont le bas du spetre est
égal à elui de la surfae C2. Comme as partiuliers des graphes moyennables, itons les
graphes nis et les graphes à roissane polynomiale, parmi lesquels les graphes abéliens
ités préédemment. Notons qu'il existe des graphes à roissane exponentielle qui restent
moyennables.
Le Théorème 3.6 nous donne la première impliation du Théorème 0.2. Nous allons
maintenant nous intéresser à l'autre.
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3.3 Graphes non moyennables et minoration de λ0
Soit G un graphe non moyennable de valene onstante v, de onstante de Cheeger
hG > 0, C une surfae hyperbolique à bord ompat invariant par une isométrie J d'ordre v
etM la surfae modelée selon G à partir de C. On note µ0(G) le bas du spetre du Laplaien
ombinatoire sur G (voir Théorème 3.5). Cette setion sera onsarée à la démonstration du
théorème suivant :
Théorème 3.9. Ave les notations préédentes, on a
λ0(M) ≥ λN0 (C) + A1µ0,
où A1 dépend de aratéristiques spetrales de C et de la longueur de ∂C.
Ce résultat nous donne la deuxième inégalité du Théorème 0.3 et prouve don à l'aide
du Théorème 3.5 la deuxième impliation du Théorème 0.2.
Par hypothèse, C possède une unique fontion propre positive ψ0 assoiée à λ0 = λ0(C),
que nous supposerons de norme 1 : ∫
C
ψ20 = 1,
invariante par J , et a un trou spetral η = λ1 − λ0 > 0. Notons
λ˜0 = λ0(M), et δ = λ˜0 − λ0.
D'après la Proposition 3.1, δ ≥ 0.
Démonstration. Soit (fǫ)0<ǫ<1 une famille de fontions à support ompat dans M telle que
pour tout ǫ > 0, on ait ∫
M
|∇fǫ|2∫
M
f 2ǫ
≤ λ˜0 + ǫ.
Nous allons disrétiser es fontions en les projetant, ellule par ellule, sur la fontion
propre ψ0. La omposante perpendiulaire à ψ0, néessairement non nulle pour obtenir un
support ompat, empêhera d'avoir λ˜0 = λ0. Pour haque ellule Ci de M , posons
a2i (ǫ) = ||fǫ||2Ci =
∫
Ci
f 2ǫ ,
bi(ǫ) = 〈fǫ, ψ0〉Ci =
∫
Ci
fǫψ0,
et
c2i (ǫ) = ||fǫ − biψ0||2Ci =
∫
Ci
(fǫ − biψ0)2.
On a alors a2i = b
2
i + c
2
i . Nous noterons désormais
gi = fǫ − biψ0,
où gi est la omposante de fi orthogonale à ψ0 pour le produit salaire L2.
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Sur haque ellule Ci, ∫
Ci
ψ0gi =
∫
Ci
ψ0fǫ − bi
∫
Ci
ψ20 = 0
et ∫
Ci
∇ψ0.∇gi =
∫
Ci
∆ψ0gi = λ0
∫
Ci
ψ0gi = 0.
On a don∫
M
|∇fǫ|2∫
M
f 2ǫ
=
∑
i ||∇fǫ||2Ci∑
i ||fǫ||2Ci
=
∑
i b
2
i ||∇ψ0||2Ci + ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
=
∑
i λ0b
2
i + ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
.
Comme gi est orthogonale à ψ0,
||∇gi||2Ci ≥ λ1||gi||2Ci = λ1c2i .
On obtient alors
||∇gi||2Ci =
λ0
λ1
||∇gi||2Ci +
η
λ1
||∇gi||2Ci ≥ λ0c2i +
η
λ1
||∇gi||2Ci,
d'où
λ˜0 + ǫ ≥
∫
M
|∇fǫ|2∫
M
f 2ǫ
≥
∑
i λ0b
2
i + λ0c
2
i +
η
λ1
||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
= λ0 +
η
λ1
∑
i ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
.
On a don en partiulier
δ + ǫ = λ˜0 − λ0 ≥ +ǫ ≥ η
λ1
∑
i ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
. (3)
Nous allons don nous intéresser au terme
P
i ||∇gi||
2
CiP
i a
2
i
et montrer le lemme :
Lemme 3.10. Il existe une onstante A ne dépendant que de propriétés spetrales de la
ellule C et de la longueur de ∂C telle que∑
i
||∇gi||2Ci ≥ A
∑
i∼j
(bi − bj)2.
Démonstration. Soit i ∼ j et αij la géodésique ommune à deux ellules Ci et Cj, elle est de
longueur l omme toutes les géodésiques du bord des ellules (toutes isométriques). D'après
la Setion 1.1, soit m = m(l), il existe dans Ci et dans Cj un voisinage tubulaire Tij de αij
sur lequel la métrique hyperbolique s'érit
ds2 = dr2 + (
l
2π
)2ch2rdθ2
pour −m ≤ r ≤ m, où par onvention r ≥ 0 si et seulement si (r, θ) ∈ Ci. On note T+ij la
partie de Tij située dans Ci, et T
−
ij l'autre.
Puisque nous voulons une minoration, nous pouvons nous limiter à l'étude de e qu'il se
passe sur es tubes :
∑
i
||∇gi||2Ci ≥
1
2
∑
i
(||∇gi||2Ci+λ1||gi||2Ci) ≥
∑
i∼j
(||∇gi||2T+ij+||∇gj||
2
T−ij
+λ1(||gi||2T+ij+||gj||
2
T−ij
)).
(4)
Nous poursuivons alors notre minoration par le lemme suivant :
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Lemme 3.11. Il existe une onstante A ne dépendant que de l et de propriétés spetrales de
la ellule C telle que pour tous (i, j) ∈ G2 ave i ∼ j,
||∇gi||2T
ij+
+ ||∇gj||2T−ij + λ1(||gi||
2
T+ij
+ ||gj||2T
ij−
) ≥ A(bi − bj)2.
Démonstration. On note f(r, θ) l'expression de f en oordonnées de Fermi sur le tube Tij .
Pour nous ramener à un problème ne dépendant que de r, pour haque fontion f dénie
sur Tij , notons
F (r) =
1
2π
∫ 2π
0
f(r, θ)dθ.
Remarquons que d'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz,(∫ 2π
0
f(θ)dθ
)2
≤ (2π)2
∫ 2π
0
f 2(θ)dθ.
On a don∫
Tij
f 2 =
∫ m
−m
∫ 2π
0
f(r, θ)2
l
2π
chrdθdr ≥
∫ m
−m
(
∫ 2π
0
fdθ)2
(2π)2
l
2π
chrdr =
1
2π
∫
Tij
F 2.
De plus,∫
Tij
|∇f |2 =
∫ m
−m
∫ 2π
0
[(
∂f
∂r
)2 +
1
(l/2π)2ch2r
(
∂f
∂θ
)2]
l
2π
chrdθdr ≥
∫ m
−m
∫ 2π
0
(
∂f
∂r
)2
l
2π
chrdθdr.
On obtient alors, de même que préédemment,∫
Tij
|∇f |2 ≥
∫ m
−m
(
∫ 2π
0
∂f
∂r
dθ)2
(2π)2
l
2π
chrdr =
1
2π
∫
Tij
|∇F |2.
Pour montrer le Lemme 3.11, il sut don de montrer le même résultat pour les Gi
(moyennes ylindriques de gi), 'est-à-dire montrer qu'il existe A
′ = 2πA ne dépendant que
de C tel que
||G′i||2T+i,j + ||G
′
j||2T−i,j + λ1(||Gi||
2
T+i,j
+ ||Gj||2T+i,j) ≥ A
′′(bi − bj)2.
Comme ψ0 est invariante par J , elle est identique sur toutes les omposantes de bord. Par
ontinuité de fǫ, on don
gj(0, θ) + bjψ0(0, θ) = gi(0, θ) + biψ0(0, θ),
d'où
|Gj(0)−Gi(0)| = |bj − bi|Ψ0(0).
Supposons, quitte à inverser i et j, que |Gi(0)| ≥ 12 |bj − bi|Ψ0(0), et notons
R = inf{r ∈]0, m] : |Gi(r)| ≤ 1
4
|bj − bi|Ψ0(0)}.
1er as : R = m
On a alors
∀r ∈ [0, m], |Gi(r)| ≥ 1
4
|bj − bi|Ψ0(0),
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don
λ1||Gi||2T+i,j = λ1
∫
T
ij+
|Gi|2 ≥ λ1 1
4
lsh(m(l))|Ψ0(0)|2(bj − bi)2 = A′′|Ψ0(0)|2(bj − bi)2,
ave
A′′ = λ1
1
4
lsh(m(l)).
2nd as : R<m
Posons
P = Gi(0) ≥ 1
2
|bj − bi|Ψ0(0)
et
Q = Gi(R) =
1
4
|bj − bi|Ψ0(0).
Soit F0 la fontion sur le ollier [0, R] × [0, l] muni de la métrique de Fermi, ne dépendant
que de R, valant P en 0, Q en R et harmonique pour le Laplaien hyperbolique : on vérie
à l'aide de (1) que l'on a
F0(r) = P − P −Q
U(R)
U(r)
ave
U(r) = arcsin(thr).
La fontion F0 minimise alors l'énergie de Dirihlet (assoiée à la métrique de Fermi)
parmi toutes les fontions H sur S1× [0, R] vériant H(θ, 0) = P et H(θ, R) = Q. On a don
néessairement
||G′i||2T+i,j ≥ ||G
′
i||2S1×[0,R] ≥ ||F ′0||2S1×[0,R] =
(P −Q)2
U(R)2
∫ R
0
(U ′(r))2
l
2π
chrdr.
Or,
U ′(r) =
1
ch2r
√
1− th2r ,
don
U ′(r)2 =
1
ch4r(1− th2r) =
1
ch2r
,
d'où ∫ R
0
(U ′(r))2
l
2π
chrdr =
∫ R
0
l
2π
1
chr
dr =
l
π
arctan(eR)− π/2.
On a alors
||G′i||2T+i,j ≥ (P −Q)
22
2 arctan(eR)− π/2
πU(R)2
≥ (bi − bj)
2|Ψ0(0)|2
8
2 arctan(eR)− π/2
πU(R)2
,
ar
|P −Q| ≥ bi − bj
4
|Ψ0(0)|.
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Un développement limité nous montre que
2 arctan(eR)− π/2
U(R)2
∼ 1
R
lorsque R tend vers 0, il existe don une onstante A′′′, qui ne dépend que de l, telle que
pour tout R ∈]0, m(l)], on ait
2 arctan(eR)− π/2
U(R)2
>
8π
l
A′′′.
On a don
||G′i||2T+i,j > A
′′′|Ψ0(0)|2(bi − bj)2.
Finalement, posons
A′ = max(A′′, A′′′)|Ψ0(0)|2
qui ne dépend que de λ1, de Ψ0(0) et de l, on a
||G′i||2T+i,j + ||G
′
j||2T−i,j + λ1(||Gi||
2
T+i,j
+ ||Gj||2T+i,j ) ≥ A
′(bi − bj)2,
e qui onlut la démonstration de notre lemme.
La minoration (4) devient alors∑
i
||∇gi||2 ≥ A
∑
i∼j
(bi − bj)2,
ave A = A
′
2π
qui dépend de λ1, de Ψ0(0) et de l, e qui onlut la démonstration du Lemme
3.10.
On a d'après l'inégalité (3),
η
λ1
∑
i
||∇gi||2Ci ≤ (δ + ǫ)||fǫ||2 = (δ + ǫ)
∑
i
a2i ,
don
η
∑
i
||gi||2Ci = η
∑
i
c2i ≤ (δ + ǫ)
∑
i
a2i .
On a alors ∑
i
a2i =
∑
i
b2i +
∑
i
c2i ≤
∑
i
b2i + ǫ/η
∑
i
a2i ,
d'où ∑
i
a2i ≤
1
1− δ+ǫ
η
∑
i
b2i .
L'inégalité (3) devient
δ + ǫ ≥ η
λ1
∑
i ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
≥ (1− δ + ǫ
η
)
ηA
λ1
∑
i∼j(bi − bj)2∑
i b
2
i
.
On a vu que
µ0 = inf
∑
i∼j(αi − αj)2∑
i α
2
i
,
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où (αi) parourt l'ensemble des familles positives à support ompat dans G est le bas
du spetre du Laplaien ombinatoire de G. D'après le Théorème 3.5, lorsque G n'est pas
moyennable, µ0 > 0.
On obtient don en faisant tendre ǫ vers 0 :
δ ≥ η − δ
λ1
Aµ0,
soit nalement
δ ≥ η
1 + 1/λ1
Aµ0. (5)
Cei onlut la démonstration du Théorème 3.9, ave
A1 =
η
1 + 1/λ1
A,
qui dépend de λ1, η, Ψ0(0) et l.
Remarque 3.6. Cette deuxième partie de la démonstration utilise de façon essentielle l'hypo-
thèse λ1 > λ0.
4 Quelques généralisations
Nous remarquons que dans nos démonstrations, l'invariane de la ellule par une isomé-
trie d'ordre ni n'est utilisée que pour obtenir l'invariane de la première fontion propre et
pouvoir reoller nos fontions d'une ellule à l'autre. Nous présentons ii deux situations où
l'isométrie ylique de la ellule ne sera pas néessaire, e qui va nous permettre d'utiliser
les mêmes méthodes ave des surfaes géométriquement innies non périodiques. Il s'agit du
as où le volume des ellules est ni et uniformément borné, et du as où notre ellule est en
fait un domaine fondamental pour l'ation d'un groupe de revêtement.
4.1 Surfaes à déoupage borné
Si la ellule est de volume ni, la première fontion propre est onstante, λ0 = 0 et son
trou spetral est positif. Nous obtenons alors un adre très simple où utiliser les méthodes
de la Setion 3 :
Dénition 4.1. SoitM une surfae hyperbolique, on dira que M admet un déoupage borné
s'il existe des onstantes η, v, k,K > 0 et une famille (Mi)i de sous-surfaes deM , d'intérieurs
disjoints, à bords géodésiques, telles que ∀i, le nombre de omposantes onnexe de ∂Mi est
borné par v, le trou spetral λ1(Ci) > η,
k < Vol(Mi) < K
et pour toute omposante de bord α ⊂ ∂Mi,
k < ℓ(α) < K.
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Soit M une variété admettant un déoupage borné. On onsidère alors le graphe G =
(V,E) suivant : V est l'ensemble des omposantes Mi du déoupage de M , et si (i, j) ∈
V 2, i 6= j, (i, j) ∈ E si et seulement si Mi ∩Mj = αij 6= ∅. Nous appellerons G le graphe
sous-jaent au déoupage de M .
SoitM une surfae hyperbolique admettant un déoupage borné de onstantes η, v, k,K
dont le graphe sous-jaent estG. Les deux propositions qui suivent démontrerons le Théorème
0.4 :
Proposition 4.1. Sous les hypothèses i-dessus,
λ0(M) ≤ K(v − 1)
m(K)2
h(G).
En partiulier, si G est moyennable, λ0(M) = 0.
Démonstration. Il sut de reprendre la preuve du Théorème 3.6, ave fǫ = 1 pour tout
ǫ > 0. Nous utilisons les notations de ette démonstration. La fontion ut-o ψα réée sur
haque tube de ∂GMn dépend de la longueur ℓ(α) de la géodésique du tube : l'inégalité (2)
devient don simplement ∫
Cα
|∇ψα|2 ≤
∫
Cα
1
m(ℓ(α))2
≤ K
m(K)
,
ar l 7→ m(l) est déroissante. La onlusion de la proposition s'ensuit.
Remarque 4.1. Pour ette partie de notre démonstration, seules les hypothèses v uniformé-
ment majoré et
ℓ(α) ≤ K et Vol(Ci) ≤ K
pour toute ellule Ci et toute omposante de bord α d'une ellule sont néessaires ; auune
ondition spetrale n'est requise.
Proposition 4.2. Si M admet un déoupage borné dont le graphe sous-jaent est G, alors
il existe une onstante A qui ne dépend que des onstantes v, η, k et K telle que
λ0(M) ≥ Aµ0(G).
Démonstration. Nous allons survoler, étape par étape, la démonstration du Théorème 3.9
an de voir omment l'adapter. Notre seule tâhe est d'exprimer les onstantes de minora-
tion de ette preuve uniquement en fontion des onstantes v, η, k et K. Pour obtenir une
normalisation des fontions propres ompatibles entre les diérentes ellules, nous notons
désormais pour toute fontion h sur une ellule Ci du déoupage de M :
||h||2L2(Ci) =
1
Vol(Ci)
∫
Ci
h2,
et nous onsidérons le produit salaire assoié normalisé par 1/Vol(Ci). Sur haque ellule,
la première fontion propre du Laplaien ave ondition de Neumann de norme 1 pour e
produit salaire est don ψ0 = 1.
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Pour tout ǫ > 0, soit fǫ de lasse C∞ à support ompat dans M telle que
||∇fǫ||2L2(M)
||fǫ||2L2(M)
≤ λ0(M) + ǫ.
Nous posons alors pour haque ellule Ci de M :
a2i (ǫ) = ||fǫ||2Ci =
1
Vol(Ci)
∫
Ci
f 2ǫ ,
bi(ǫ) = 〈fǫ, 1〉Ci =
1
Vol(Ci)
∫
Ci
fǫ,
c2i (ǫ) = ||fǫ − bi||2Ci =
1
Vol(Ci)
∫
Ci
(fǫ − bi)2.
On a alors a2i = b
2
i + c
2
i . Nous notons enore
gi = fǫ − bi,
gi est la omposante de fi orthogonale à ψ0 pour le produit salaire L2. On a alors
k
∑
i ||∇gi||2Ci
K
∑
i a
2
i
≤
∑
i ||∇gi||2CiVol(Ci)∑
i a
2
iVol(Ci)
=
∫
M
|∇fǫ|2∫
M
f 2ǫ
≤ λ0(M) + ǫ = λ˜0 + ǫ. (6)
Nous allons don de nouveau montrer l'analogue du Lemme 3.10 :
Lemme 4.3. Il existe une onstante A ne dépendant que des onstantes η, v, k,K telle que∑
i
||∇gi||2Ci ≥ A
∑
i∼j
(bi − bj)2.
Démonstration. De même qu'en (3), soit i ∼ j et αij la géodésique ommune à Ci et Cj ;
elle est de longueur l ≤ K . D'après la Setion 1.1, il existe dans Ci et dans Cj un voisinage
tubulaire Tij de αij sur lequel la métrique hyperbolique s'érit
ds2 = dr2 + (
l
2π
)2ch2rdθ2
pour −m ≤ r ≤ m, ave m = m(K) ≤ m(lαij , où par onvention r ≥ 0 si et seulement si
(r, θ) ∈ Ci. On note T+ij la partie de Tij située dans Ci, T−ij l'autre.
On a alors de nouveau∑
i
||∇gi||2Ci ≥
∑
i∼j
(||∇gi||2T+ij + ||∇gj||
2
T−ij
+ λ1(||gi||2T+ij + ||gj||
2
T−ij
)). (7)
Nous poursuivons toujours notre minoration par le lemme suivant :
Lemme 4.4. Il existe une onstante A′ ne dépendant que des onstantes η, v, k,K telle que
pour tous i ∼ j,
||∇gi||2T
ij+
+ ||∇gj||2T−ij + λ1(||gi||
2
T+ij
+ ||gj||2T−ij ) > A
′(bi − bj)2.
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Démonstration. Soit i ∼ j, et αij une géodésique ommune. Sur le voisinage tubulaire de αij
de largeur a = m(K), plongé dans Ci ∪ Cj quels que soient i ∼ j, il sut de reopier mot
pour mot la démonstration du Lemme 3.11. Celle-i reste valable pour toutes les ellules ar
d'après l'expression (1),
U(r) = arcsin(thr)
est harmonique sur un voisinage tubulaire en oordonnées de Fermi, quelle que soit la lon-
gueur de la géodésique fermée qu'il entoure.
On obtient don d'après (7)∑
i
||∇gi||2Ci ≥ A
∑
i∼j
(bi − bj)2,
e qui onlut la démonstration du Lemme 4.3.
k
∑
i ||∇gi||2Ci
K
∑
i a
2
i
≤ ||∇fǫ||
2
||fǫ||2 ≤ λ˜0 + ǫ
devient ∑
i
c2i ≤
K(λ˜0 + ǫ)
kη
∑
i
a2i ,
don ∑
i
a2i =
∑
i
b2i +
∑
i
c2i ≤
∑
i
b2i +
K(λ˜0 + ǫ)
kη
∑
a2i ,
d'où ∑
i
a2i ≤
1
1− K(λ˜0+ǫ)
kη
∑
i
b2i .
On a don d'après le Lemme 4.3
λ˜0 + ǫ ≥
∑
i ||∇gi||2Ci∑
i a
2
i
≥ (1− K(λ˜0 + ǫ)
kη
)A
∑
i ∼ j(bi − bj)2∑
i b
2
i
≥ (1− K(λ˜0 + ǫ)
kη
)Aµ0(G).
Lorsque ǫ→ 0, on obtient de même qu'en (5)
λ0(M) ≥ η
1 +K/(kη)
µ0(G),
e qui onlut la preuve de la Proposition 4.2.
4.2 Revêtements riemanniens et graphes de Cayley
Bas du spetre d'une surfae modelée sur un graphe de Cayley Soit G le graphe
de Cayley d'un groupe de type ni Γ assoié aux générateurs (g1, ..., gn) qu'on suppose non
triviaux. C'est un graphe à valene onstante v = 2n, on peut don à partir d'une ellule à
v omposantes de bord invariante par une isométrie ylique d'ordre v onsidérer la surfae
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Fig. 5  Surfae quotient M/Γ, à l'arrière plan la ellule C.
M modelée sur G à partir de C. Le groupe Γ agit anoniquement sur G ; ette ation se
transporte naturellement sur M : un élément γ ∈ Γ envoie un point x ∈ Ci sur le point
γ(x) = φγ(i) ◦ (φi)−1(x),
en notant toujours φi l'isométrie qui identie C à Ci. Le quotient M1 = M/Γ est une surfae
sans bord, isométrique à la ellule C dont les omposantes de bord ont été identiés deux à
deux (Fig. 5) : pour tout 1 ≤ p ≤ n,
αgp = Ci ∩ Cgp(i)
est identié ave
αg−1p = Ci ∩ Cg−1p (i).
Le revêtement riemannien M → M1 est galoisien de groupe Γ, et pour les bas des
spetres de M1 et de C on a :
Lemme 4.5. Ave les notations préédentes, on a
λ0(M1) = λ
N
0 (C).
Démonstration. Par dénition,
λN0 (C) = inf{
||∇f ||2
||f ||2 }
où f parours les fontions C∞ à support ompat dans C, et
λ0(M1) = inf{||∇f ||
2
||f ||2 }
où f parours les fontions C∞ à support ompat dans M1. Toute fontion f ∈ C∞0 (M1) se
relève en une fontion f˜ ∈ C∞0 (C), et leurs quotient de Raileygh sont identiques. On a don
λN0 (C) ≤ λ0(M1).
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De plus, d'après le Théorème 0.7,
λN0 (C) = sup{λ ∈ R : ∃f ∈ C∞(C), f > 0 : ∆f = λf}
et
λ0(M1) = sup{λ ∈ R : ∃f ∈ C∞(M1), f > 0 : ∆f = λf}.
Toute fontion positive λ-harmonique surM1 se relève en une fontion positive λ-harmonique
sur C, don
λN0 (C) ≥ λ0(M1).
On obtient don un revêtement riemannienM →M1 de groupe de transformation Γ, sur
lequel grae à e lemme nous allons pouvoir utiliser les méthodes développées à la Setion
3. Nous sommes alors très prohes des travaux de R. Brooks, pionnier sur les liens entre
moyennabilité de groupe de revêtements et spetre du Laplaien. Dérivons es travaux un
peu plus en détail, ainsi que les résultats analogues que nous obtenons.
Bas du spetre d'un revêtement riemannien L'ensemble de e paragraphe est tiré
de [Brooks2℄. Soit M →M1 un revêtement riemannien de variétés (de dimension nie quel-
onque), galoisien de groupe de transformation Γ = π1(M1)/π1(M). On suppose que M1 ad-
met une première fontion propre ψ stritement positive, assoiée au bas du spetre λ0(M1).
On note enore ψ son relevé àM , et pour tout domaine fondamental F dansM pour l'ation
de Γ on onsidère la propriété suivante :
(Br) : Il existe un ompat K ⊂ F tel que
hψ(F\K) = inf
S
{ ∫
S
ψ2darea∫
int(S)
ψ2dvol
}
> 0,
où S parours l'ensemble des hypersurfaes déoupant F en une partie ompate et une partie
non ompate, ave S ∩K = ∅, et int(S) désigne la omposante ompate de F\S.
Le résultat prinipal de [Brooks2℄ est alors
Théorème 4.6 (Brooks, 86, Thm 2). Sous les hypothèses préédentes, si M1 possède un
domaine fondamental F pour l'ation de Γ vériant la propriété (Br), alors
λ0(M1) ≥ λ0(M2)
ave égalité si et seulement Γ est moyennable.
L'hypothèse (Br), peu expliite, implique entre autres que le trou spetral de M1 est
positif. Brooks onjeture que e serait là une hypothèse susante pour obtenir e résultat.
Il étudie alors une situation où il est en mesure de ontrler ette hypothèse : il montre que
si M1 est une variété hyperbolique géométriquement nie sans usp à trou spetral positif,
alors il existe un domaine fondamental dans M vériant l'hypothèse (Br). Il obtient don
dans e as :
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Théorème 4.7 (Brooks, 86, Thm 3). Soit M1 une variété hyperbolique géométriquement
nie sans usp à trou spetral positif, si M → M1 est un revêtement riemannien galoisien,
alors λ0(M1) ≥ λ0(M2) ave égalité si et seulement si π1(M1)/π1(M) est moyennable.
Dans le as des surfaes hyperboliques, notons quelques diérenes entre l'approhe
de Brooks et la ntre. Tout d'abord, nous travaillons sur le bas du spetre d'un domaine
fondamental à bord géodésique ave onditions de Neumann, tandis que Brooks regarde elui
du quotient. La généralisation suivante du Lemme 4.5 lève en partie ette diérene :
Lemme 4.8. Soit M → M1 un revêtement riemannien galoisien de groupe Γ et F un
domaine fondamental dans M pour l'ation de Γ, on suppose que F est onnexe et C1 par
moreaux. Alors
λN0 (F ) = λ0(M1).
Démonstration. Il sut de reopier, mot pour mot, la démonstration du Lemme 4.5.
Ensuite, nous travaillons sur des surfaes modelées sur des graphes qui ne sont pas
néessairement les graphes de Cayley de groupes de type ni : ela semble plus général que
le résultat de Brooks. En fait, la méthode qu'il utilise s'adapte très bien aux as que nous
traitons, à ondition que la ellule n'ait pas de usp.
Une limite de notre méthode semble venir de e que nous utilisons dans notre onstru-
tion l'invariane de la ellule par une isométrie qui éhange les omposantes de bord, e
dont n'a pas besoin Brooks. Mais omme nous l'avons noté à la Setion 4.1, ette hypothèse
ne nous sert qu'à reoller les fontions propres sur les bords des ellules : dans le as d'un
revêtement, elle est superue. En eet, si ψ est la première fontion propre de M1, lorsqu'on
la relève en ψ˜ sur M , on obtient une fontion ψ sur le domaine fondamental F (qui sera
notre ellule C) qui se reolle évidemment d'une ellule à l'autre puisqu'elle est ontinue sur
M . Notre méthode s'adapte alors sans diulté pour montrer le Théorème 0.6 :
Théorème 4.9. Soit M1 une surfae hyperbolique à trou spetral positif, et M → M1 un
revêtement riemannien galoisien de groupe de revêtement Γ de type ni. Supposons qu'il
existe un domaine fondamental F dans M pour l'ation de Γ dont le bord est une union de
géodésiques fermées.
Alors il existe des onstantes A1 et A2 ne dépendant que de propriétés spetrales de M1
et de la longueur des omposantes de ∂F telles que
λ0(M1) + A1µ0(Γ) ≤ λ0(M) ≤ λ0(M1) + A2h(Γ).
On a noté h(Γ) et µ0(Γ) la onstante de Cheeger et le bas du spetre du graphe de
Cayley assoié à un système ni quelonque de générateurs de Γ.
Remarque 4.2. Ce résultat présente deux améliorations nettes par rapport au résultat de
Brooks : notre méthode donne un ontrle expliite de λ0(M) en fontion des onstantes du
groupe Γ et de la variété M1, et nous autorisons la présene de usps. En eet, on montre
que l'hypothèse (Br) n'est pas néessairement vériée en présene de usp.
Remarque 4.3. L'hypothèse que ∂F est totalement géodésique est, elle, une vraie limitation de
la portée de notre résultat. En partiulier, 'est elle qui empèhe la généralisation immédiate
de nos méthodes en dimension supérieure : lorsque Γ est un groupe d'isométrie de Hn de
type ni, on peut souvent se ramener à un domaine fondamental dont le bord est polyédral à
faes et arêtes totalement géodésiques, mais on ne peut supposer en général que e bord est
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totalement géodésique. Il est naturel de penser que nos méthodes s'adaptent à ette situation,
y ompris lorsque la ourbure n'est que négative pinée (et non onstante), mais ela implique
de ontrler de près e qu'il se passe aux angles du bord du domaine fondamental. Cela fera
l'objet d'une prohaine étude.
4.3 Perspetives
La Remarque 4.3 i-dessus présente la première généralisation de notre méthode qu'il
semble naturel de mener. Nous présentons maintenant deux autres diretions pour poursuivre
ette étude ; la première fait suite à notre remarque et s'intéresse à des variétés de dimension
quelonque, tandis que la seonde herhe à aner nos résultats sur ertaines surfaes de
genre inni.
Déoupages bornés généraux On peut se demander à quel point le Théorème 0.4 peut
se généraliser pour aratériser la nullité du bas du spetre des variétés de volume inni.
Certaines variétés riemanniennes, pas forément de dimension 2 ni à ourbure onstante,
admettent un déoupage en polyèdres dont le nombre de tés est borné (par exemple une
triangulation), dont les faes sont totalement géodésiques, dont les volumes des n-simplexes
et des (n−1)-faes sont bornés, et dont les trous spetraux sont uniformément bornés. Nous
ontinuerons à appeler ela un déoupage borné de la variété, et le graphe sous-jaent se
dénit de la même façon que préédemment. La question naturelle est la suivante :
Question 1. SoitM une variété riemannienne admettant un déoupage borné, a-t-on λ0(M) =
0 si et seulement si le graphe sous-jaent au déoupage est moyennable ?
Une adaptation des méthodes préédentes donnera peut-être une réponse armative ;
elle néessiterait ainsi qu'il l'a été noté à la Remarque 4.3 de s'intéresser à la validité de nos
méthodes lorsque nos ellules sont des domaines à bord géodésique par moreau. Dans le as
d'une réponse armative, il serait alors intéressant d'obtenir une lasse de variétés, la plus
large possible, qui admettent un déoupage borné : nous obtiendrions pour es variétés une
aratérisation ombinatoire naturelle de la nullité du spetre du Laplaien.
Question 2. Quelles variétés riemanniennes admettent un déoupage borné ?
Pinement d'un nombre inni de géodésiques Enn, à l'aide de nos méthodes, on
peut espérer adapter les résultats de [Colbois℄ et [Colbois-Colin℄ rappelés à la Setion 2.2 à
ertaines surfaes de genre inni. En partiulier, dans le as d'une surfae M admettant un
déoupage ontrlé (voir Setion 4.1) que l'on pine uniformément le long des géodésiques
de déoupages, on herhera à réérire le Théorème 2.4 pour le bas du spetre des surfaes
Mǫ obtenues par e pinement. Dans le as d'une surfae modelée sur un graphe ou d'un
revêtement lorsque le volume des ellules est inni, il sera intéressant de herher e que
deviennent les théorèmes 0.3 et 0.6 lorsque l'on pine la surfae : on peut alors espérer
obtenir un équivalent de
δǫ = λ0(Mǫ)− λN0 (Cǫ)
lorsque ǫ → 0. On a noté ii Mǫ et Cǫ les surfaes obtenues en pinçant uniformément M et
C le long des bords des ellules.
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A Appendie : bas du spetre ave ondition de Neu-
mann au bord
A.1 Caratérisation par le spetre positif
Soit M une variété omplète non ompate, dont le bord ∂M est ompat et C1 par
moreaux. On rappelle que nous disons qu'une fontion f sur M à valeur réelle vérie les
onditions de Neumann sur M si et seulement si pour tout ξ ∈ ∂M ,
∂f
∂ν
(ξ) = gξ(∇f(ξ), ν(ξ)) = 0
où ν(ξ) est la normale à ∂M en ξ. Notre objetif est de démontrer le Théorème 0.7, que nous
adaptons de [Sullivan℄ et qui donne une aratérisation importante du bas du spetre de M
ave ondition de Neumann :
Théorème A.1. Pour tout réel λ, il existe une fontion φ C∞ λ-harmonique positive sur
M ave ondition de Neumann sur ∂M si et seulement si λ ≤ λN0 (M).
On rappelle que nous notons
λN0 (M) = inf
f
||∇f ||2
L2(M)
||f ||2L2(M)
où f parourt l'ensemble des fontions C∞ à support ompat dansM . On peut don réérire
e théorème sous la forme
λN0 (M) = sup{λ ∈ R : ∃f ∈ C∞(C), f > 0 : ∆f = λf}.
Lorsque ∂M = ∅, e résultat est exatement le Théorème 2.1 de [Sullivan℄. La démons-
tration que nous présentons est adaptée de elle de [Sullivan℄, 3-4, bien onnue quoique fort
peu détaillée dans et artile. Elle utilise e que l'on appelle ommunément le mouvement
brownien : e terme vient de e que, dans un modèle physique statistique du type de elui du
gaz parfait, p(x, y, t)dV (y) est la densité de probabilité, pour une partiule qui se trouvait
en x à t = 0, de se trouver au voisinage de y au temps t.
Soit K un voisinage ompat de ∂M dansM , et (Mj)j∈N une famille roissante d'ouverts
relatifs de M ontenant K, d'adhérene ompate et tels que⋃
j
Mj = M.
On note ∂1Mj = ∂M ⊂Mj et ∂2Mj = ∂Mj\∂M qu'on suppose également C1 par moreaux.
On notera enore
λj0 = λ0(Mj) = inf
f
||∇f ||2
L2(Mj)
||f ||2
L2(Mj)
où f parourt l'ensemble des fontions C∞ à support ompat dans Mj = M¯j\∂2Mj , ela
orrespond au bas du spetre du Laplaien ave ondition de Neumann sur ∂1Mj et de
Dirihlet sur ∂2Mj. On a alors
λ0(M) = inf
j
λj0.
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On note pj(x, y, t) = pMj (x, y, t) le noyau de la haleur de Mj assoié au problème mixte
onsidéré, 'est à dire la solution fondamentale de l'équation aux dérivées partielles
∆f = −∂f
∂t
.
On rappelle que nous utilisons un Laplaien déni positif, qui s'érit sur Rn en oordonnées
eulidiennes
∆ = −
n∑
i=1
∂2
∂x2i
.
On a alors pour tous x, y ∈Mj et t > 0,
pj(x, y, t) =
∑
k
e−λ
j
k
tφjk(x)φ
j
k(y), (8)
où φjk est la fontion propre du Laplaien ave ondition de Neumann sur ∂
1Mj et de Dirihlet
sur ∂2Mj assoiée à la valeur propre λ
j
k. Pour tous x, y ∈ M tels que x, y ∈ Mj pour tous
j ≥ j0, on note
p(x, y, t) = inf
j≥j0
pj(x, y, t).
On appelle p(x, y, t) ainsi déni le noyau de la haleur minimal assoié au problème de
Neumann sur M .
A.2 Constrution de fontions λ-harmoniques par diusion
Les énonés donnés dans e paragraphe néessiteraient, pour être prouvés, un développe-
ment de la théorie de la diusion assoiée à un opérateur elliptique qui passe entre autres par
les intégrales stohastiques bien plus long que e qui est souhaitable ii. Nous nous onten-
tons don de présenter ertaines dénitions, les résultats et les idées lés de la démonstration.
Nous invitons le leteur à se référer à [Sullivan℄ pour une présentation analogue à la ntre
dans le as du problème sans bord, à [Malliavin℄ et [Chavel℄ pour la onstrution du mouve-
ment brownien à l'aide du noyau de la haleur. Les bases de probabilités néessaires à ette
démonstration se trouvent par exemple dans [Bass1℄, hapître I, et le détail de nos démons-
trations à partir des intégrales stohastiques se trouve dans [Bass2℄ dans le as d'ouverts
de R
d
. La justiation de leur adaptation aux variétés riemanniennes se trouve par exemple
dans [Emery℄.
Dénition A.1. Soit j > 0 et Mj l'un domaine de M déni i-dessus. Notons Ω l'ensemble
des hemins ontinus de R¯+ dans M et τ : Ω→ R¯+ déni pour tout ω ∈ Ω par
τ(ω) = inf{t > 0 : ω(t) ∈ ∂2Mj}. (9)
Soit Ωj l'ensemble des hemins de R¯+ dans M¯j tels que
∀t ≥ τ(ω), ω(t) = ω(τ(ω)) ∈ ∂2Mj
et
Ωjx = {ω ∈ Ωj : ω(0) = x}.
On appelle Ωj l'ensemble des trajetoires dans Mj .
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On appelle ylindre de Ωjx un ensemble de la forme
A = {ω ∈ Ωjx : (ω(t1), . . . , ω(tk)) ∈ B},
où k ∈ N, et B ⊂ (Mj)k est un borélien, et les tj sont des réels
0 ≤ t1 < t2... < tk.
Pour tout ylindre A de la forme préédente, on pose
P
j
x(A) =
∫
B
pj(x, y1, t1)p
j(y1, y2, t2 − t1)...pj(yk−1, yk, tk − tk−1)dV (y1)...dV (yk),
où dV désigne la mesure anonique assoiée à la métrique deM . On peut montrer à partir de
la propriété de semi-groupe des noyaux de la haleur que Pjx s'étend en une unique mesure de
probabilité sur la σ-algèbre de Ωjx engendrée par ses ylindres (voir [Chavel℄). Ω
j
est l'espae
de Wiener sur Mj , et P
j
x la mesure de Wiener en x.
On onsidère le proessus aléatoire (Xt)t≥0 sur (Ω
j
x,P
j
x) déni pour tout ω ∈ Ωjx par
Xt(ω) = ω(t).
D'après la dénition de P
j
x, on a pour tout borélien B de M
P
j
x(Xt+s ∈ B|Xt = z) =
∫
B
pj(z, y, s)dV (y) = Pjz({Xs ∈ B}) :
Xt est un proessus de Markov de loi p
j
.
On appelle mouvement brownien sur Mj (ave réexion sur ∂
1Mj , e qui sera désormais
sous-entendu) le proessus aléatoire (Xt)t≥0 muni de la loi P
j
x.
Soit f : M j → R une fontion de lasse C2. En notant pour tous veteurs Y, Z ∈ TxM ,
gx(Y, Z) = Y.Z, la formule d'It pour le mouvement Brownien (Xt)t≥0 s'érit (voir [Bass1℄ p
49, [Emery℄ p 34) s'érit :
f(Xt) = f(X0) +
∫ t
0
∇f(Xs).dXs −
∫ t
0
∆f(Xs)ds. (10)
Le dernier terme de notre formule dière de la formule de [Bass1℄ p 49 d'un fateur −2 :
ela vient de e que notre onvention de signe pour le Laplaien est opposée à elle de Bass,
et de e que le mouvement brownien habituellement onsidéré lors de l'ériture de la formule
d'It a pour probabilités de transitions la solution élémentaire de l'équation
−1
2
∆f =
∂f
∂t
,
alors que nous ne gardons pas e fateur
1
2
dans notre onstrution (voir par exemple [Bass2℄
p53).
D'après [Bass2℄ p 33, omme Xt est un brownien ave reexion normale sur ∂
1Mj , on
peut érire
dXt = dWt + ν(Xt)dLt,
où Wt est un brownien sans reexion sur Mj , ν(Xt) est la normale rentrante à ∂
1Mj en
Xt lorsque Xt ∈ ∂1Mj , et 0 ailleurs, et Lt le temps loal sur ∂1Mj . Ce temps loal est un
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proessus positif roissant à variation bornée, stritement roissant lorsque Xt ∈ ∂1M , déni
par
Lt = lim
ǫ→0
1
ǫ
∫ t
0
1d(Xs,∂1Mj)≤ǫds,
où d(Xs, ∂
1Mj) désigne la distane de Xs à ∂
1Mj pour la distane induite par la métrique
sur M . La formule (10) devient alors
f(Xt) = f(X0) +
∫ t
0
∇f(Xs).dWs +
∫ t
0
∇f(Xt).ν(Xt)dLt −
∫ t
0
∆f(Xs)ds, (11)
Supposons f harmonique sur M j , ave ondition de Neumann sur ∂1M j , 'est à dire
∇f.ν ≡ 0
sur ∂1M j . En intégrant (11) sur Ωjx, on obtient
Théorème A.2. Pour toute fontion f harmonique sur M j ave ondition de Neumann sur
∂1M j et pour tout t > 0,
f(x) = Ejx(f(Xt)) =
∫
Ωjx
f(ω(t))dPjx(ω).
Démonstration. Il sut de remarquer que
E
j
x(f(X0)) = f(x)
par dénition du mouvement brownien issu de x et que∫ t
0
∇f(Xs).dWs
est une martingale nulle en t = 0. Les deux autres termes de (11) disparaissent pour f
harmonique sur M j ave ondition de Neumann sur ∂1M j .
Considérons la variable aléatoire τ : Ω→ R¯+ dénie en (9). C'est un temps d'arrêt (voir
[Bass1℄ p 13) vériant
P
j
x(τ > t) =
∫
M
pj(x, y, t)dV (y).
Puisque
pj(x, y, t) =
∑
k
e−λ
j
k
tφjk(x)φ
j
k(y),
on a
lim
t→∞
eλ
j
0
tpj(x, y, t) = φj0(x)φ
j
0(y).
En partiulier, omme φ0 > 0 sur
◦
M j,
P
j
x({τ > t}) ∼ Ce−λ
j
0
t : (12)
τ est ni presque sûrement. Le théorème d'arrêt de Doob (voir [Bass1℄ p 29) nous donne
alors
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Théorème A.3. Pour toute fontion f harmonique sur M j ave ondition de Neumann sur
∂1M j ,
f(x) = Ejx(f(Xτ)) =
∫
Ωjx
f(ω(τ(ω)))dPjx(ω) =
∫
∂Mj
f(ξ)dµj,x(ξ),
où µj,x est la mesure de probabilité sur ∂
2Mj dénie par
µj,x(B) = E
j
x(1{Xτ∈B}) = P
j
x{ω ∈ Ωjx|∃t > 0, ω(t) ∈ B}
pour tout borélien B de ∂Mj .
Si f est positive et non identiquement nulle sur ∂2Mj , on peut la prolonger à l'aide du
Théorème A.3 en une fontion harmonique que nous notons enore f sur Mj ave onditions
de Neumann sur ∂1Mj et ontinue sur M¯j . On montre alors montre que f est stritement
positive sur l'intérieur de Mj. On appelle µj,x la mesure de Poisson, ou mesure harmonique,
sur ∂2Mj (ave réexion sur ∂
1Mj) issue de x. La onstrution que nous venons d'en présenter
s'appelle la méthode de balayage de Poinaré.
Soit λ < λ0(Mj), nous modions légèrement ette démonstration pour obtenir des fon-
tions λ-harmoniques sur Mj. On onsidère le proessus aléatoire (Yt)t≥0 sur Ω
j
x déni par
Yt = e
λtf(Xt),
où Xt est toujours le mouvement brownien ave reexion déni préédemment. La formule
d'It s'érit désormais
eλtf(Xt) = f(X0) +
∫ t
0
eλs∇f(Xs).dXs +
∫ t
0
λeλsf(Xs)ds−
∫ t
0
eλs∆f(Xs)ds. (13)
De même que préédemment, si f est λ-harmonique (i.e. ∆f = λf) ave ondition de
Neumann en ∂1M j , et en intégrant (13) sur Ωjx on obtient
Théorème A.4. Pour toute fontion λ-harmonique f sur M j ave ondition de Neumann
sur ∂1M j et pour tout t > 0,
f(x) = Ejx(e
λtf(Xt)) =
∫
Ωjx
eλtf(ω(t))dPjx(ω).
Pour tout λ < λj0, d'après (12) e
λτf(Xτ ) est sommable : on obtient don de même que
préédemment :
Théorème A.5. Pour tout λ < λj0, et pour toute fontion λ-harmonique f sur M
j
ave
ondition de Neumann en ∂1M j,
f(x) = Ejx(e
λτf(Xτ )) =
∫
Ωjx
eλτ(ω)f(ω(τ(ω)))dPjx(ω) =
∫
∂Mj
f(ξ)dµλj,x(ξ),
où µλj,x est la mesure (nie, non normalisée) dénie pour tout borélien B de ∂Mj par :
µλj,x(B) = E
j
x(e
λτ
1{Xτ∈B}) =
∫
Ωjx
eλτ(ω)1{ω(τ(ω))∈B}dP
j
x(ω).
Pour tout j, pour tout λ < λ0(M) ≤ λ0(Mj), soit fj une fontion positive non identi-
quement nulle sur ∂2Mj . Grae au Théorème A.5, on peut la prolonger en une fontion λ-
harmonique stritement positive que nous noterons toujours fj sur l'intérieur deMj , ontinue
sur Mj , ave ondition de Neumann sur ∂
1Mj = ∂M . Il s'agit maintenant de faire onver-
ger une suite de telles fontions (fj)j≥0 vers une fontion λ-harmonique (ave ondition de
Neumann) dénie globalement sur M : 'est l'objet du prohain paragraphe.
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A.3 Prinipe de Harnak et démonstration du Théorème de Sulli-
van
Fixons x0 ∈ K ⊂ Mj pour tout j. Le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas,
est tiré de [Sullivan℄, p 336 lorsque ∂1M = ∅. Son analogue ave ondition de Neumann sur
∂1M se montre exatement de la même façon.
Proposition A.6. Soit x0 ∈Mj xé, et x ∈Mj.
Les mesures µj,x et µj,x0 sont équivalentes, et la dérivée de Radon-Nikodym
ψj,x(ξ) =
dµj,x
dµj,x0
(ξ)
est telle que :
à ξ xé, la fontion x 7→ ψj,x(ξ) est positive et harmonique sur Mj, et se prolonge en
une fontion ontinue sur Mj\{ξ}, nulle sur ∂2Mj\{ξ} et qui admet un ple en ξ.
De même, si on pose
ψλj,x(ξ) =
dµλj,x
dµλj,x0
(ξ),
alors pour tout ξ xé la fontion x 7→ ψj,x(ξ)λ est positive et λ-harmonique sur Mj, et se
prolonge en une fontion ontinue sur Mj\{ξ}, nulle sur ∂2Mj\{ξ} et qui admet un ple en
ξ.
Corollaire A.7 (Prinipe de Harnak). Soit λ < λj0, soit f une fontion positive λ-harmonique
sur Mj, ontinue sur Mj. On a alors
f(x) =
∫
∂Mj
f(ξ)ψλj,x(ξ)dµ
λ
j,x0
(ξ).
En partiulier, dans un ompat de Mj ontenant x0, les valeurs de f sont des ombinaisons
onvexes de ψλj,x(ξ) à oeients en ξ xes, et ψ
λ
j,x(ξ) est bornée (en x) sur e ompat.
Ce prinipe de Harnak va nous permettre d'obtenir une onvergene uniforme sur tout
ompat d'une suite de fontions λ-harmoniques.
Démonstration du Théorème de Sullivan. On sait que la suite λj0 = λ0(Mj) est déroissante,
et qu'on a
λ0(M) = inf
j
λ0(Mj).
Soit i > 0, et λ < λ0, on a λ < λ
j
0 pour tout j > 0. D'après la onstrution préédente,
pour tout j > i, il existe une fontion λ-harmonique fj stritement positive sur Mj ave
ondition de Neumann sur ∂M et valant 1 en x0. On prolonge les (fj)j>0 en des fontions
ontinues bornées surM . CommeM est omplète, il existe une fontion f vers laquelle (quitte
à extraire une sous-suite) la suite des (fj) onverge simplement. Comme les (fj)j>i sont λ-
harmoniques surMi, d'après le prinipe de Harnak i-dessus la suite onverge uniformément
vers f sur tout ompat de Mj ontenant x0. Par onvergene dominée, f est λ-harmonique
sur tout ompat de Mj, ave ondition de Neumann sur ∂M , e pour tout j > 0.
Pour λ = λ0, on onsidère une suite roissante de réels (λ
n)n>0, ave
lim
n→∞
λn = λ0,
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et une suite (fn)n>0 de fontions λ
n
-harmoniques positives sur M , valant 1 en x0, onstruites
omme préédemment. Quitte à extraire une sous-suite, les (fn) onvergent uniformément sur
tout ompat vers une fontion positive f0 qui, par onvergene dominée, est λ0-harmonique
sur M .
Réiproquement, soit λ ∈ R tel qu'il existe une fontion λ-harmonique positive f sur Mj
(ave ondition de Neumann sur ∂M = ∂1Mj), on a
Lemme A.8. Pour tout t > 0,
f(x) =
∫
Mj
eλtpj(x, y, t)f(y)dV (y) +
∫
Ωjx
eλτ(ω)f(ω(τ(ω)))1{τ≤t}dP
j
x(ω).
Démonstration. C'est simplement le Théorème A.4 érit à l'instant t > 0.
On a don pour tout t positif,
f(x) ≥
∫
Mj
eλtpj(x, y, t)f(y)dV (y).
Comme f(x) est nie et
lim
t→∞
eλ
j
0
tpj(x, y, t) = φj0(x)φ
j
0(y),
ave φj0 > 0 sur
◦
Mj , on a néessairement λ ≤ λj0. Cei est valable pour tout j ∈ N, e qui
onlut la preuve du théorème.
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